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Введение

Арифметическая и геометрическая прогрессии – два важных инструмента, которые используются в различных построениях и при решении чисто практических задач. Впервые с последовательностями, в частности с арифметической и геометрической прогрессией, мы познакомились на уроках алгебры в 9 классе. Мы узнали способы задания последовательностей, решали задачи на нахождение n-ого члена, суммы n первых и n любых членов арифметической и геометрической прогрессии. Было уделено внимание и бесконечной геометрической прогрессии. Понимая важность знания данной темы выпускником современной школы, мы определили цель нашей работы: более детальное изучение математических понятий, связанных с арифметической и геометрической прогрессиями, свойств последовательностей. При этом перед собой поставили следующие задачи: изучить теорию, связанную с данными понятиями, проанализировать задачи вступительных экзаменов некоторых учебных заведений, заданий ЕГЭ, предлагая своё решение некоторых из них. Объектом нашего исследования стали задачи, решение которых сводится к работе с последовательностями, в частности с арифметической и геометрической прогрессиями. 
Решая в 5 классе задачу про удивительный вид амёб, (Один биолог открыл удивительную разновидность амёб. Каждая из них через минуту делится на две. Биолог в пробирку кладёт амёбу, и ровно через час она оказывается заполненной амёбами. Сколько времени потребуется, чтобы вся пробирка заполнилась амёбами, если в неё в начале положить не одну, а две амёбы?), мы обошлись такими рассуждениями: через минуту – две, поэтому амёбы заполнят пробирку за 60-1=59 минут. Решение, которое может быть понято каждым пятиклассником. Теперь мы понимаем, что в данной ситуации мы имеем дело с геометрической прогрессией. Решение этой задачи в рассматриваемом аспекте мы приводим в своей работе.

Историческая справка
В знаменитой книге Л.Ф.Магницкого «Арифметика», написанной для учеников Математико-навигационной школы (первой специализированной школы в России, которая указом царя Петра I от 14 января 1701г. была открыта в Москве), пятая часть имеющихся в ней задач отведена учению о прогрессиях. Свойства прогрессий и задачи, с ними связанные, являются эффективным пропедевтическим средством  для изучения основ алгебры, дифференциального исчислений. Термин «прогрессия» (от лат.proqressio – движение вперед) был введен римским философом Боэцием в VI в. И понимался как последовательность чисел, построенная по такому закону, который позволяет неограниченно продолжать эту последовательность в одном направлении. В настоящее время термин «прогрессия» в этом широком смысле не применяется; вместо этого употребляют слово последовательность. Но два простых и важных для практических нужд вида последовательностей сохранили свои старые названиями, правда, их уже дополнили прилагательными – арифметическая и геометрическая.
Последовательность и способы задания последовательностей
Последовательность элементов заданного множества – функция, определенная на множестве натуральных чисел, множество значений которой содержится в рассматриваемом множестве.
Элементом, или членом, последовательности f: N→X, где N – множество натуральных чисел, X – заданное множество, называется упорядоченная пара (n, x), x=f (n), n
[image: image1.wmf]Î

N, x
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X, которая обозначается через xn. Натуральное число n называется  номером элемента последовательности xn, а элемент x
[image: image3.wmf]Î

X – его значением. Последовательность f: N→X обычно обозначается через {xn} или xn, n=1, 2...Числовая последовательность задана, если всякому натуральному числу n поставлено в соответствие некоторое число аn  
Последовательность чаще всего задают с помощью формулы n-го члена или рекуррентно.

Если задана формула аn = f(n), где n
[image: image4.wmf]Î

N , f –  некоторая функция, то последовательность (аn), заданная формулой  n-го члена. Например, последовательность (аn), заданная формулой  аn= 
[image: image5.wmf]2
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, n
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N, имеет вид: 1; 4; 9; 16; 25; … .
Последовательность задана рекуррентно, если определены один или несколько первых её членов и дана формула, выражающая  n-й  член последовательности через предыдущие. Например, а)
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=а2=1, аn+2 = аn+1 + аn , n
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N (данная последовательность называется последовательностью Фибоначчи), т.е. (аn): 1; 1; 2; 3; 5; 8; … (см. п.3). 
Последовательность может быть также задана описанием способа получения его членов. Например, говорят, что последовательность 3,1; 3,14, 3,141; 3,1415,… состоит из приближенных значений числа с точностью до 0,1; 0,01; 0,001; 0,0001 и т.д. В подобных случаях, как правило, нельзя указать ни формулы общего члена последовательности. Ни рекуррентного способа вычисления её членов.
Монотонность и ограниченность последовательности
Последовательность (аn) называется возрастающей (убывающей), если для любого номера n имеет место неравенство

an+1 > an (an+1 < an )
Последовательность (аn) называется неубывающей (невозрастающей), если каждый член начиная со второго, не меньше (не больше) предыдущего, то есть если для любого натурального n выполняется неравенство 
[image: image10.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image11.wmf](
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Последовательность (аn) называется ограниченной сверху (снизу), если существуют такое число M (m), что для любого номера n имеет место неравенство an ≤ M  (an ≥ m ).
Последовательность называется ограниченной, если она ограничена и сверху, и снизу, то есть выполняется неравенство 
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Например. а) последовательность (аn), заданная формулой общего члена an=n, ограничена снизу и не ограничена сверху.

б)последовательность (аn), заданная формулой n-ого члена 
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, ограничена сверху (например, числом 
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в) последовательность, заданная формулой
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, ограничена числами -1 и 1.
Метод математической индукции
Метод математической индукции используются для доказательства утверждений, зависящих от натурального аргумента. Для доказательства утверждения методом математической индукции необходимо:

1) проверить справедливость утверждения для n=1 (либо для первого натурального числа, для которого доказывается утверждение);

2) в предположении, что утверждение  верно для натурального числа n=k, доказать справедливость утверждения для следующего натурального числа n=k+1.
Первый шаг называется базисом индукции, второй – индукционным шагом.
Пример. Доказать, что 
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Решение. Базис индукции. При n=1 утверждение имеет вид

[image: image18.wmf]2
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И очевидно, если сумма из одного члена кажется чем-то странным, можно проверить и случай n=2: в этом случае 
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Шаг индукции. Выделим в сумме 1+2+3+…+(n+1)+n последний член:
1+2+3+…+(n-1) + n=[1+2+3+…+(n-1)]+n
По предположению индукции правую часть можно переписать как
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что и требовалось доказать. Задача решена.

Решения простое, если откуда-то узнать ответ
[image: image21.wmf](
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, но как до него догадаться? Можно решить эту задачу и иначе. Переставим в сумме

S=1+2+…+(n-1)+n
члены в обратном порядке:
S=n+(n-1)+…+2+1.

Сложим эти два равенства почленно:

2S=[1+n]+[2+(n-1)]+…+[(n-1)+2]+[n-1]

В правой части n квадратных скобок (в каждой из сумм было n слагаемых), каждая скобка равна n+1, поэтому 2S= n(n+1).

Числа Фибоначчи

Элементы числовой последовательности 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, ...., в которой каждый последующий член, начиная с третьего, равен сумме двух предыдущих, называются числами Фибоначчи. Таким образом, последовательность
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чисел Фибоначчи задаётся начальными значениями 
[image: image23.wmf]1

2

1

=

=

f

f

 и рекуррентным соотношением
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(для каждого натурального n > 1). 
Первые 14 чисел Фибоначчи были впервые приведены в рукописи «Книга абака» (1228) Леонардо Пизанского (Фибоначчи) (1180-1240, итальянский математик). Эти числа он получил как численность семейства кроликов за год, рождающихся от одной пары, при условии, что от каждой пары кроликов ежемесячно рождается новая пара.

Задача Леонардо Пизанского

Некто поместил пару кроликов в некоем месте, ограниченном со всех сторон стеной, чтобы узнать, сколько пар кроликов родится при этом в течение года. Причем природа кроликов такова, что через месяц пара кроликов производит на свет вторую пару. А рождаются кролики со второго месяца и, кроме того, кролики никогда не мрут.

Решение.

От одной пары кроликов в год родится 1+1+2+3+5+8+13+21+34+55+89+144= 376. Эта задача приводит к ряду Фибоначчи:

1, 1, 2. 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ..., каждый член которого, начиная с третьего, есть сумма двух ему предшествующих. 
Методом математической индукции можно доказать следующие соотношения между числами Фибоначчи:
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Числа Фибоначчи обладают многими интересными теоретико-числовыми свойствами. Укажем лишь некоторые из них:

1) каждое третье число Фибоначчи чётно;

2) каждое четвёртое число делится на три;

3) два соседних числа Фибоначчи взаимно просты;

4) 
[image: image34.wmf]n

f

 делится на 
[image: image35.wmf]m
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тогда и только тогда, когда n делится на т;
5) произведение и частное двух любых различных, отличных от единицы, чисел Фибоначчи никогда не являются числами Фибоначчи.

Французский математик и астроном Ж.Бине (1786-1856) вывел явную формулу для общего члена 
[image: image36.wmf]n
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 последовательнос​ти Фибоначчи как функцию от номера n, не требующую знания предыдущих членов:

[image: image37.wmf](

)

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

=

n

n

n

n

f

2

1

5

1

2

5

1

5

1


Эту формулу Бине можно доказать методом математической индукции.

Числа Фибоначчи связаны с числом 
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, т.е. с золотым сечением.

Число 
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 представляется бесконечной цепной дробью вида:


[image: image40.wmf]...

1

1

1

1

1

1

1

1

1

+

+

+

+

+

=

j


Поэтому наилучшими подходящими дробями к числу 
[image: image41.wmf]j

 будут:
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т.е. отношения соседних чисел Фибоначчи. В природе для винтообразного расположения листьев на стеблях растений часто бывает характерным количественные отношения последовательных чисел Фибоначчи: 
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 для орешника и бука, 
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 для абрикоса и дуба, 
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 для груши и тополя,
[image: image49.wmf]8
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 для миндаля и ивы и т.д. Числа Фибоначчи тесно связаны с логарифмической спиралью. Это хорошо усматривается, например, в распо​ложении семечек на подсолнухе или в строении чешуек ананаса и т.п. Числа Фибоначчи были использованы на завершающем этапе доказательства знаменитой десятой проблемы Гильберта. Эти числа нашли применение в современной прикладной (оптимизационной) математике. Казалось бы, какое отношение могут иметь числа Фибоначчи к старинной китайской народной игре цзяньшицзы, в которой двое играющих берут по очереди камни из двух кучек: или любое число камней из одной кучки, или одинаковое число камней из двух кучек. По условию игры выигрывает тот, кто берёт последний камень. Оказывается, оптимальная стратегия этой древней игры опирается на использование чисел Фибоначчи. Как видим, числа Фибоначчи появляются самым неожиданным образом в природе, науке и искусстве. С числами Фибоначчи связаны увлекательнейшие главы элементарной математики и довольно трудные теоретико-числовые проблемы. До сих пор, например, не решен вопрос о конечности множества простых чисел Фибоначчи.
Арифметическая прогрессия
Числовая последовательность называется арифметической прогрессией, если  каждый её член, начиная со второго, равен предыдущему, сложенному с одним и тем же числом, т.е. арифметической прогрессией называется  последовательность, заданная  рекуррентно следующим образом: a1=a,  an+1 = an + d, где n
[image: image50.wmf]Î

N (число  d называют разностью прогрессии).
Формула n-го члена: an = a1+ d(n-1 ), n
[image: image51.wmf]Î

N .Характеристическое свойство: последовательность  (аn)  является  арифметической прогрессией тогда и только тогда, когда каждый её член, начиная со второго , равен среднему арифметическому соседних с ним членов , 
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Формула суммы первых n членов: 
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Геометрическая прогрессия
Числовая последовательность называется геометрической прогрессией, если каждый ее член, начиная со второго равен предыдущему, умноженному на одно и то же число, отличное от нуля, т.е. геометрической прогрессией называется  последовательность, заданная рекуррентно следующим образом: b1 =b, bn+1 = bn q, где n
[image: image56.wmf]Î

N (q называют знаменателем прогрессии).
Формула n-го члена: 
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Характеристическое свойство: последовательность 
[image: image59.wmf](

)

n

b

 является геометрической прогрессией тогда и только тогда, когда каждый её член, начиная со второго, равен среднему геометрическому соседних с ним членов, т.е. 
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Формула суммы первых n членов: 
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Бесконечная геометрическая прогрессия
Если 
[image: image67.wmf](
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 то сумма её вычисляется по формуле 
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  При а>0 и  0<q<1 члены прогрессии монотонно убывают:
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Примеры решения задач с использованием свойств последовательностей, формул прогрессий

Задача 1.Стороны прямоугольного треугольника составляют арифметическую прогрессию. Найти  площадь этого треугольника, если его периметр – 24.
Решение. 

Так как стороны треугольника составляют арифметическую прогрессию, то длина первой стороны – первый член прогрессии, т.е. 
[image: image71.wmf]1
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; длина второй стороны – второй член прогрессии, т.е.
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[image: image73.wmf]d

a

a

2

1

3

+

=

.

Первые две стороны являются катетами, а третья сторона – гипотенуза. Так как периметр треугольника равен 24, то сумма первых трех членов арифметической прогрессии равна 24.
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Составим равенство:
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Откуда имеем: 
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Используя теорему Пифагора, составим второе равенство 
[image: image77.wmf](
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Объединим два полученных равенства и получим систему из двух уравнений с двумя переменными 
[image: image78.wmf]1
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 и 
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 EMBED Equation.3  [image: image81.wmf]6
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Так как площадь треугольника равна половине произведения длин катетов, то 
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Ответ:24
Задача 2.Разность между первым и вторым членами геометрической прогрессии равна 8, а сумма второго и третьего ее членов равна 12. Найти третий член и сумму прогрессии, если известно, что она убывающая.
Решение: Пусть (bn) – геометрическая прогрессия, b1 – первый член этой прогрессии, b2 = b1 q – второй член, b3 = b1 q2 – третий член.

Так как разность между первым и вторым членами  геометрической прогрессии равна 8, то можем составить первое неравенство: b1 – b1 q=8. Так как сумма второго и третьего членов геометрической прогрессии равна 12, то составим второе неравенство: b1 q+ b1 q2 =12. Из полученных равенств составим систему из двух уравнений с двумя неизвестными  b1 и q:
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Из первого уравнения системы выразим b1:

[image: image84.wmf]q
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Подставим это выражение  вместо b1  во второе уравнение и получим квадратное уравнение: 

2 q2+5q-3=0.
Из этого уравнения находим: q1 =0,5; q2 =-3.При этом q = -3 не удовлетворяет условию задачи, что прогрессия является убывающей. Значит, знаменатель геометрической прогрессии q1 =0,5, а b1=16. 

По формуле n-го члена геометрической прогрессии найдем третий член этой прогрессии:

b3 = b1 q2 =16 ∙(0,5) 2=4.

Найдем сумму геометрической прогрессии по формуле:
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Ответ: b3 =4, S=32.
Задача 3. Докажите, что последовательность, заданная формулой bn=-9n2+10n+25 (№12.5, б Галицкий), является убывающей.
Решение.

Опираясь на определение убывающей последовательности, найдём разность 
[image: image86.wmf](
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-18n+10<0 при любом n. Значит, последовательность убывающая.
Задача 4. Докажите, что у последовательности (an), заданной формулой 
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Решение. Рассмотрим функцию 
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Данная функция на интервале (0;
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) убывающая, поэтому у последовательности (an) не существует наименьшего члена.
Задача 5. Найдите наибольший член последовательности
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Решение. Найдём разность 
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Наибольшим членом последовательности будет a19 или a20.
Найдем их. a19=1178, a20=1180, значит, наибольший член равен 1180.

Ответ:1180.

Задача 6. Последовательность 
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  задана формулой n-го члена: 
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Решение.
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Т.к. 
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Ответ:
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Задача 7.
Решить уравнение 
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Решение.
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Уравнение примет вид:


[image: image123.wmf]1

3

cos

1

=

-

tgx

x

,

[image: image124.wmf],

cos

sin

3

1

,

0

cos

x

x

x

=

-

¹



[image: image125.wmf],

0

cos

sin

3

1

=

-

-

x

x



[image: image126.wmf]0

2

cos

2

sin

6

2

sin

2

cos

2

cos

2

sin

2

2

2

2

=

-

+

-

+

x

x

x

x

x

x

,

[image: image127.wmf]0

2

cos

2

sin

6

2

sin

2

2

=

-

x

x

x

,

[image: image128.wmf]0

2

cos

3

2

sin

2

sin

2

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

x

x

x

,

[image: image129.wmf]ê

ê

ê

ê

ë

é

=

-

=

,

0

2

cos

3

2

sin

,

0

2

sin

x

x

x



[image: image130.wmf]ê

ê

ê

ê

ë

é

=

-

Î

=

,

0

3

2

,

,

2

x

tg

Z

n

n

x

p
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Ответ:2
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Задача 8. Цена костюма уменьшалась несколько раз на одно и то же число рублей. После третьего снижения она составила 2460 рублей, а после одиннадцатого снижения  1980 рублей. После скольких снижений цена костюма составит 50% начальной цены?

Решение. Последовательность цен на костюм – арифметическая прогрессия
[image: image135.wmf])
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. Её первый член a1 – начальная цена костюма, а разность 
[image: image136.wmf]d

- величина, на которую каждый раз уменьшалась цена костюма.

Цена после третьего снижения – четвертый член данной прогрессии, а цена после одиннадцатого снижения – двенадцатый член данной прогрессии. Так как 
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Узнаем теперь первоначальную цену костюма: 
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Начальная цена была равна 2640 рублей. Чтобы составить 50% от начальной, цена должна уменьшиться на 2640: 2 = 1320(рублей).

Это произойдет за 1320: 60 = 22 понижения.

Ответ: 22.

Задача 9. Во время распродажи с 21 июня по 30 июня количество проданных сервизов ежедневно увеличивалось на одно и то же число. При этом с 21 по 24 июня было продано 460 сервизов, а с 23 по 26 июня было продано 700 сервизов. Сколько сервизов было продано за все время распродажи?

Решение. Последовательность количеств проданных за день сервизов — арифметическая про​грессия (аn). Ее первый член а1, — количество сервизов, проданных 21 июня, а разность d — величина, на которую каждый день увеличивалось количество проданных сервизов.

Количество проданных сервизов с 21 по 24 июня:
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Количество проданных сервизов с 23 по 26 июня:
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Составим систему уравнений. 
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Решим систему методом сложения, вычитая из второго уравнения первое.
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Количество проданных за все время распродажи сервизов — сумма десяти первых членов данной арифметической прогрессии:
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Итак, за все время распродажи было продано 2050 костюмов.

Ответ: 2050.

Задача 10. Число посетителей вновь открывшегося кафе в первые 8 дней работы увеличивалось ежедневно в одно и то же число раз. Сколько человек посетило кафе в восьмой день, если в  третий день было 288 посетителей, а в пятый — 648?

Решение. Последовательность чисел, равные количеству посетителей кафе в каждый из восьми дней, — геометрическая прогрессия (bn), в которой даны b3 = 288 и b5 = 648, а найти нужно b8. Найдем знаменатель прогрессии q. Так как 
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4

:

9

288

:

648

:

3

5

2

=

=

=

b

b

q

 и q>0, то q =1,5.
Тогда 
[image: image149.wmf]2187
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. Итак, в восьмой день кафе посетило 2187 человек
Ответ: 2187.
Задача 11. В первую неделю работы очистные сооружений после их реконструкции количестве вредных выбросов в реку ежедневно уменьшалось в одно и то же число раз. Сколько вредных веществ попало в реку за эту неделю, если во второй день в реку попало 128м3, а в пятый день — 16 м3 вредных веществ?

Решение. Последовательность объемов выбросов в каждый из семи дней – геометрическая прогрессия (bn),  в которой даны b2=128 и b5 =16, а найти нужно сумму первых семи ее членов S7.

Найдем знаменатель прогрессии q. Так как 
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Тогда 
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Итак, за неделю в реку попало 508 м3 вредных веществ.

Ответ: 508.
Задача 12. Один биолог открыл удивительную разновидность амёб. Каждая из них через минуту делится на две. Биолог в пробирку кладёт амёбу, и ровно через час она оказывается заполненной амёбами. Сколько времени потребуется, чтобы вся пробирка заполнилась амёбами, если в неё в начале положить не одну, а две амёбы?

Решение. Пусть для первого случая 
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, так как пробирка заполнится через час, то n=60, 
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. Если в пробирку помещают сразу две амёбы, то 
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 – надо найти, 
[image: image158.wmf](

)

)

1

2

(

2

1

2

1

2

2

-

=

-

-

=

n

n

n

S

. Решив уравнение 
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, получаем n=59.
Ответ:59.
Заключение
В нашей работе мы рассмотрели способы задания последовательностей, монотонность и ограниченность последовательностей. Показали, что метод математической индукции используется для доказательства утверждений, зависящих от натурального аргумента., описали два вида последовательностей: арифметическую и геометрическую. С последовательностями связаны увлекательные главы элементарной математики и довольно трудные теоретико-численные проблемы. При работе над данной темой мы получили большую информацию о числах Фибоначчи. Работая над темой, мы получила опыт работы с научной литературой по математике, училась анализировать, сопоставлять различные подходы к решению одной и той же задачи. На основании результатов данного исследования доказали актуальность выбранной нами темы. Экзаменационные комиссии различных вузов включают задачи на прогрессии в свои варианты вступительных экзаменов (например, в вариантах МГУ им. М.В.Ломоносова в период 2000-2005г. встретилось 34 такие задачи), на ЕГЭ по математике в 2003 и 2004 годах также предлагалось задание на применение знаний формул для n-ого члена и суммы арифметической и геометрической прогрессий, при этом учащиеся сами должны обнаружить наличие таковых.

Наука неисчерпаема, этим она и интересна. Познание её приносит человеку не только дополнительные знания, но и радость, в чём мы убедилась в процессе работы. 
Мы убедились в высказывании Ш.Эрмита, что «наблюдение является обильным источником открытий...» В современном языке последовательность определяется как функция натурального аргумента. Однако определение последовательности как функции целочисленного аргумента позволяет по-другому взглянуть на определение арифметической и геометрической прогрессий, поэтому мы хотели бы продолжить работу над данной темой, изучить функциональный подход при решении заданий, связанных с прогрессиями. 
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